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Sur !'Evaluation t(M; 2, 0) du Polynome de Tutte d'un 
Matro"ide et une Conjecture de B. Griinbaum Relative aux 
Arrangements de Droites du Plan 
RAUL CORDOVIL 
Let M be a matroid and let t(M; ~. 11) be the Tutte polynomial of M The lower and upper bound 
of t(M; 2, 0) is calculated. We also prove completely the following B. Griinbaum's conjecture, 
proved for n;;;. 40 by Purdy [11]: "If .s4 is a non-trivial arrangement of n lines in the real projective 
plane (n;;;. 9) and if f2(.s4), the number of regions in the arrangement, is greater than 3n- 5, then 
fz(.s4);;;. 4n -12." 
1. INTRODUCTION 
Nous supposons le lecteur familarise avec la th6orie des matroi"des [15] (combinatorial 
geometries [5]). Notre but dans le present article est de donner des bornes inferieures et 
superieures de la valeur du polynome de Tutte d'un matro"ide t(M; ~. 71 ), au point (2, 0). Si 
M = M(E) est un matro"ide oriente [2, 7] alors t(M; 2, 0) a une interpretation inter­
essante: t(M; 2, O) est ega/ au nombre de sous-ensembles A de E tels que A.M est un 
matroide acyclique (M. Las Vergnas [9, 10]). Ce resultat generalise un th6oreme de 
Stanley [14] relatif aux graphes (voir egalement T. Brylawski et D. Lucas [1] pour les 
matroldes unimodulaires et T. Zaslavsky [16] dans le cas de matroldes coordonables sur 
IR, sous une forme equivalente). 
Nous obtenons des bo~nes inferieures et superieures de t(M; 2, 0) en fonction du rang r 
et du nombre de points, n, qui sont exactes pour certains valeurs de r et de n. Le cas r = 3 
est etudie en detail. Nous utilisons cette etude pour donner une demonstration complete 
(tout en la generalisant) d'une conjecture de B. Griinbaum ([8] conjecture 2.4). 
2. THEOREMES FONDAMENTAUX 
Soit M un matro"ide de rang r ayant n points. Une boucle est un element de rang 0. Les 
elements e1. ez sont en parallelle dans M si {eh ez} est un circuit. Dans tout cet article on 
considere des matro"ides (geometries) sans boucles et sans elements en parallelle. Soit e un 
element de M =M(E). On designe par M-e le matroi"de obtenu en en/evant e. Dans le 
present article on designe par M/ e le matroi"de obtenu en contractant e et en identifiant les 
eliments en paraltele. Le matroide est dit libre (uniform matroid dans [15]) si tous ses 
hyperplans ont exactement r -1 elements (points). 
THEOREME 2.1. Soit M un matroi"de de rang r comportant n points. Soit t(M; ~. 71) le 
polynome de Tutte de M. Alors on a 
2'-1(n-r+2),;;;t(M;2,0),;;;2 iJ:1 (n~ 1). 
On a l' egalite agauche si et seulement si M est somme directe d' au plus une droite et de 
points. On a l'egalite adroite si et seulement si M est un matroi"de libre. 
DEMONSTRATION. La demonstration se fait par recurrence sur le nombre de points de 
0 le theoreme est trivial. Supposons le th6oreme vrai pour tous les matro"idesM. Si n = 
ayant n -1 points. Soient M un matro"ide de rang r comportant n points et p un point de 
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M. Si p est un isthme on a 
t(M; 2, 0) = t(M/p; 2, 0) + t(M- p; 2, 0);;;:: 2. 2'-2(n -r+2). 
Sip n'est pas un isthme on a t(M; 2, 0);;;:: 2'-1+ 2'--1(n -1- r + 2). D'autre part on a 
t(M/p;2, O)+t(M -p; 2, 0)""2(;~f2 (n ~2) +;~f1 (n ~2)) ""2 ;~f1 (n ~1). 
I =0 l I =0 l I =0 l 
On demontre maintenant le cas d'egalite agauche. Si M est somme directe d'une droite 
et de points on a bien t(M; 2, 0) =2'-\n- r +2). Reciproquement supposons qu'on a 
cette egalite. So it D une droite de M ayant au moins trois points et so it p un point de M-D. 
Sip n'est pas un isthme de M alors on doit a voir t(M/p; 2, 0) = 2'-1 et M/p doit etre une 
somme directe de points ce qui est absurde. Le cas d'egalite a droite est facilement 
caracterise par recurrence. 
THEOREME 2.2. Soit M un matrofde de rang r comportant n points. So it t(M; g11) le 
polynome de Tutte de M. Supposons qu 'il existe un h yperplan H de M constitue de n - k 
points. Alors on a 
t(M; 2, 0);;;:: 2r-2(k + 1)(n - k - r+3). 
On a l'ega lite si et seulement si H est un ferme modulaire (autrement dit si toute droite 
determinee par des points n 'appartennant au hyperplan H le rencontre en un point) et H est 
somme directe d'au plus une droite et de points. 
DEMONSTRATION. Soit Hun hyperplan de M comportant n- k points et soient Ph 
pz, ... , Pk Ies points de M- H Alors on a 
t(M; 2, 0) = t(M/p1; 2, 0) + · · · + t(M -{ph ... , Pk-1}/pk; 2, 0) 
+ t(M -{p1, ... , pd; 2, 0) 
;;;:: (k + 1)2'-2(n- k- (r -1) + 2), 
car tousles matroldes consideres ont au moins n - k points et sont tous de rang r -1. On a 
l'egalite si et seulement si 
t(M/p1; 2, 0) = · · · = t(M -{ph ... , Pk-1}/pk; 2, 0) 
= t(M -{ph ... , pd; 2, 0) =2'-2(n -k -(r-1)+2) 
d'ou le theoreme d'apres Ia condition d'egalite agauche du Theoreme 2.1. 
CoROLLAIRE 2.3. Soit M un matrofde de rang r, r;;;:: 3, comportant n points. Si M n 'est 
pas somme directe de points et d'une droite ayant au moins quatre points alors on a 
t(M; 2, 0);;;:: 2'-23(n- r + 1). 
On a l' egalite si et seulement s 'il existe un hyperplan H de M ayant n - 2 our points, H est 
un ferme modulaire et est somme directe d'au plus une droite et de points. 
DEMONSTRATION. S'il existe un hyperplan H de M ayant n- 2 our points l'inegalite 
du corollaire est une consequence immediate du Theoreme 2.2. Et on a l'egalite seulement 
dans les conditions du corollaire. 
Nous allons demontrer que si M n'est pas Ia somme directe de points et d'une droite 
ayant au moins quatre points et M n'a pas de cocircuits ayant deux ou n- r points alors on 
a 
(a) t(M; 2, 0) > 2'-23(n- r +1). 
Soit M un matro·ide libre avec les conditions ci-dessus. Si M a au plus un point on a 
bien (a). On ne peut pas avoir p(M) = 2. Supposons p(M);;;:: 3. Soit {ph ... , Pn-r+1} 
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!'ensemble de points d'un de ces cocircuits. Alors on a 
t(M; 2, 0) = t(M/pt; 2, 0)+ · · · + t(M -{pt. ... , Pn-r}!Pn-r+t; 2, 0) 
+ t(M -{ph· •., Pn-r+d; 2, 0) 
;;::2'-2((n-1)-(r-1)+2)+(n-r+1) · 2'-1 
;:;:: 2'-2(3(n- r) +4) > 2'-2 • 3(n- r + 1). 
Supposons que tous codrcuits de Mont ou bien n- (r -1) points ou bien un point et M 
n'est pas une somme directe de points. Dans ce cas M est une somme directe de m points et 
d'un matroide libre M'. On doit avoir p(M');:;:: 3 car p(M') = 2 implique !'existence d'un 
codrcuit de M ayant deux points. Done on a encore (a), car t(M; 2, 0) =2m· t(M'; 2, 0). 
D'apres les resultats d-dessus il reste a etudier le cas ou n- r;:;:: 3 et il existe un codrcuit 
tel que son nombre de points k verifie les inegalites n - r. > k ;:;:: 3. Mais dans ce cas on a 
encore (a) d'apres le Theoreme 2.2 et l'inegalite (n- r)(k- 2) > k(k- 2). 
REMARQUE 2.4. Le Theoreme 2.1 et le Corollaire 2.3 generalisent respectivement les 
Theoremes 2.10 et 2.11 de B. Griinbaum [8]. Ces theoremes s'obtiennent apartir de nos 
resultats en considerant les matroides associes ades arrangements non triviaux de droites 
dans le plan projectif reel (voir Section 3 de cet article). 
3. MATROIDES DE RANG 3 
Dans le cas des matro"ides de rang 3 il est possible de predser, les resultats obtenus au 
paragraphe precedent. Un cas particulierement important d'application de ces resultats 
est celui ou M est le matroide assode (canoniquement) aun arrangement .sti, non-trivial, 
de pseudodroites dans le plan projectif reel {ifJ (IR) [8]. En effet on peut assoder a 
!'arrangement .sti, un matroide de rang 3 sur I'ensemble des pseudodroites de .sti, en disant 
que les pseudodroites Lt. ... , Lm sont colineaires dans le matroide M si et seulement si les 
pseudodroites Lt. ... , Lm ont un seul point d'intersection. 
REMARQUE 3.1. Soient .st1 un arrangement non trivial de pseudodroites dans le plan 
projectif reel {iJJ(!R), et M le matroide de rang 3 assode a .sti. Soient po, Pt et pz 
respectivement le nombre de sommets, aretes et faces d'un tel arrangement. Soit ti le 
nombre de sommets de .st1 incidents aexactement j pseudodroites de .st1 (resp. droites de M 
ayant j points). Alors la relation d'Euler dans {iJJ(!R) donne 
(i) Po-pt+pz=l. 
II est clair qu'on a aussi 
Po= L ti = ~ L t(M/d; 2, 0) 
deT(M) 
p(d)=2 
et 
Pl=L:jtj=~ L t(M/p;2,0) 
pET(M) 
p(p)=l 
ou T(M) est le treillis des fermes de M. On demontre fadlement qu'on a t(M; 2, O) = 
2(1 + L;(j -1)ti) = 2p2 • Done la relation d'Euler a comme correspondante dans le matro"ide 
M l'identite: 
(ii) L (-1t(X)t(M/X; 2, 0) = 1. 
XeT(M) 
II est facile de demontrer qui cette derniere identite est valable que/ que soit le matrofde 
M ([4, Section 6]). Le lecteur trouvera dans [3] une application de (ii) dans le cas ou 
p (M) = 3 et dans [ 4] un etude systematique d'identites apparentees a (ii). 
La Proposition 3.2 d-dessous generalise le Lemme 4.1 de [11] et le corollaire de [12], 
dus aPurdy. 
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PROPOSITION 3.2. Soit M un matroi"de de rang 3 comportant n points. Supposons qu'il 
existe une droite D de M ayant n - k points. Alors on a 
2(k + 1)(n- k) ~ t(M; 2, 0) ~ 2(k + 1)(n- k)+ k(k -1). 
On a I' ega lite agauche si et seulement si toute droite determinee par des points n 'apparten­
nant aIa droite D Ia rencontre en un point. On a I' ega lite adroite si et seulement si D est Ia 
seule droite de M ayant eventuellement plus de deux points. 
DEMONSTRATION. La borne inferieure de t(M; 2, 0) et le cas d'egalite de cette borne 
resultent du Theoreme 2.2. So it D une droite de M ayant n - k points et soient Ph ... , Pk 
les points de M-D. Alors on a 
t(M; 2, 0) = t(M/p1; 2, 0) + · · · + t(M -{ph ... Pk-1}/pk; 2, 0)+ t(M -{ph ... , pd; 2, 0) 
~2((n-1)+(n-2)+ · · · +(n-k)+(n-k)) 
~2(k + 1)(n -k)+k(k -1). 
On a l'egalite si et seulement si pour tout i, 1 ~ i ~n- k, Ia droite M -{ph ... p;-1}/p; a 
exactement n- i points et done le matroi"de M-D n'a pas de droites ayant plus de deux 
points. 
Tous les resultats et techniques utilises dans Ia demonstration du Theoreme 1 de Purdy 
[11] sont encore valables dans le cas plus general suivant: 
PROPOSITION 3.3. Soit M un matroiae de rang 3 comportant n points. Si tousles droites 
de Mont au plus n- k points et n;;;. 4e + k + 1 alors on a t(M; 2, 0);;;. 2(k + 1)(n- k ). 
DEMONSTRATION. Pour tout point p deMon note d(p) le nombre de droites de M qui 
contiennent le point p. Soit d; le nombre de points p de M tels qu'on a d(p) = i. Soit t; le 
nombre de droites de M ayant i points. 
Supposons qu'il existe au plus un point p de M tel que d(p) ~ 2k + 1. Alors on a 
t(M; 2, O) = 2(1 +I (j -1)tJ;;.2+ Ijti = 2+ I id; ;;.2+2+(2k +2)(n -1). 
Et on a done t(M; 2, 0);;;. 2(k + 1)(n -1);;;. 2(k + 1)(n- k ). 
S'il existe deux points P1 et pz tels que d(p;) ~ 2k + 1, i = 1, 2, alors Ia droite D de M qui 
contient les points P1 et pz an- k' points ou k ~ k' ~ 4k 2• D'apres Ia Proposition 3.2 on a 
t(M; 2, 0);;;. 2(k' + 1)(n- k') et on doit avoir t(M; 2, 0);;;. 2 min ((k + 1)(n- k), (4e + 1) 
(n -4e)). Comme on a n ;;.4e + k + 1 on a aussi (4e + 1)(n -4e);;;. (k + 1)(n- k) et 
done t(M; 2, 0);;;. 2(k + 1)(n- k ). 
Soit d un arrangement non trivial de n droites dans le plan projectif reel (1l(IR). B. 
Griinbaum a conjecture qui si I' arrangement d a au moins neuf droites et les droites 
determinent plus de 3n- 5 regions alors on a au moins 4(n- 3) regions ([8, Conjecture 
2.4]). 
Le Theoreme 3.4 ci-dessous implique Ia conjecture de Griinbaum dans le cas ou M est le 
matroi"de associe a un arrangement de droites. 
THEOREME 3.4. Soit M un matroiae de rang 3 comportant n points. Sin;;;. 9 et toutes les 
droites de Mont au plus n - 3 points alors on a t(M; 2, 0);;;. 8(n -3). 
REMARQUE 3.5. Si M a une droite ayant au moins n -2 points alors, d'apres Ia 
Proposition 3.2, on a t(M; 2, 0) ~max(4(n -1); (6(n- 2) + 2) et done t(M; 2, 0) ~ 6n -10 
(car n;;;. 9). D'apres Ia Proposition 3.3 le Theoreme 3.4 est vrai si n;;;. 40. Une remarque 
analogue est utilisee par Purdy pour demontrer partiellement Ia conjecture de Griinbaum 
[11]. 
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LEMME 3.6. Soit M un matroi'de de rang 3 comportant n points. Si n;;,: 9 et toutes les 
droites de Mont au plus trois points alors on a t(M; 2, 0);;,: 8n- 22. 
On a l'egalite si et seulement si M est le plan affine aneuf points. 
DEMONSTRATION ou LEMME 3.6. Soient t2 et t3respectivement le nombre de droites 
de M adeux et trois points. On a 
t2+3t3=G) d'ou t3~jG)· 
On commence par demontrer qu'on a t(M; 2, 0)>8(n -3). En effet l'inegalite 
t(M; 2, 0) = 2(1 + t2 + 2t3) > 8(n- 3) est equivalent a l'inegalite t3<G)- 4n + 13. Mais 
comme on an;;,: 9 alors on a n 2 -13n +39> 0 et done t3 ~ 1/3(2) < (2) -4n + 13. Comme 
t(M; 2, 0) est toujours pair on a done t(M; 2, 0);;,: 8n- 22. 
2Si t(M; 2, 0) = 2(1 + t2 + 2t3) = 8n- 22 alors on a t2 = -n + 13n- 36;;,: 0 (car on a aussi 
t2 + 3t3=G)). Done on doit avoir n = 9 et dans ce cas t2 = 0, t3= 12. 
DEMONSTRATION DU THEOREME 3.4. S'il existe un cocircuit de M avec trois points le 
Theoreme 3.4 est une consequence du Theoreme 2.2. Supposons done que tous les 
cocircuits de M aient au moins quatre points. Si toutes les droites de M ont au plus trois 
points le Theoreme 3.4 resulte du Lemme 3.6. Soient D une droite de M ayant au moins 
quatre points etC le cocircuit M-D. Alors siC a k points on a, d'apres la Proposition 3.2 
t(M;2,0);:.2(k+1)(n-k). D'autre part comme n;:.k+4 et k;:.4 on a (k-3)n;:. 
(k +4)(k- 3) et done t(M; 2, 0);;,: 2(k + 1)(n- k);;,: 8(n- 3). 
4. APPENDICE 
Soient M un matrolde et t(M; g, 11 ), T(M) respectivement le polynome de Tutte et le 
treillis de fermes de M. Si M n'a pas de boucles alors on a t(M; 2, 0) = LxeT(M) 1~ (0, X)l 
ou ~ est la fonction de Mobius du treillis T(M). Cette egalite resulte de la Proposition 4.1 
ci-dessous et du fait qu'on a pour tout X E T(M), 1~ (0, X) I= (-1t<Xl~ (0, X) [13]. 
PROPOSITION 4.1[6]. Soient M un matroi'de et t(M; g, 11) le polynome de Tutte de M. 
Alors on a 
t(M; g, 11) = (11 -1t(M) L ~(Y, X)((g -1)(11 -l)Y(M)-p(X)111YI
X,YeT(M) 
ou T(M) est le treillis des fermes de Met~ la fonction de Mobius de T(M). 
Le resultat suivant peut etre utilise dans le calcul effectif de t(M; 2, 0). 
PROPOSITION 4.2. Soit M un matroi'de de rang r, r;;,: 1. Soient t(M; g, 11) son polynome 
de Tutte, T(M) son treillis des fermes et ~ la fonction de Mobius du treillis T(M). 
Pour tout point p de M on a 
t(M; 2, 0) = 2 L 1~(0, X)l = 2 L 1~(0, X)l.
XeT(M) XeT(M)
peX peX 
DEMONSTRATION. Par application d'un resultat de Weisner [13] a tous les sous­
matroides M (X) de M ou X est un ferme de M tel que p (M)- p (X) = m, m ;;,: 1 on a 
~(O,X)=- ~(0, Y) 
pEX peYXeT(M) YeT(M)p(M)-p(X)=m p(M)-p(Y)=m-1 
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d'ou l'egalite: 
pEX peY 
XeT(M) YET(M) 
Comme on a aussi (-1t<xl /.L (0, X)= IlL (0, X)I [13], on a bien la proposition. 
CoROLLAIRE 4.3. Soit M un matroiae de rang r, r ~ 1. A tors on a 
i=r-l 
t(M; 2, 0) = 2(1/.L (0, 1)1 + I IlL (i)(O, 1)1), 
i=l 
ou /.L, /.L (i)' i = 1, ... , r -1 sont respectivement les fonctions de Mobius du treillis des fermes 
de Met du treillis des fermes de Ia i-eme troncature de M. 
Note added in proof. La borne inferieure du Theoreme 2.1 et la caracterisation de 
l'egalite soot facilment obtenues apartir du Theoreme 2.2 de !'article: 
T. A. Dowling and R. M. Wilson, The Slimnest Geometric Lattices, Trans. Amer. Math. Soc. 196 (1974), 
203-215. 
On remarque aussi que les articles suivants soot etroitement lies a !'evaluation 
t(M; 2, 0) du polynome de Tutte d'un matrolde: 
T. Brylawski, A combinatorial perspective on the Radon convexity theorem, Geom. Dedicata 5 (1976), 
459-466. 
T. Brylawski, Connected matroids with the smallest Whitney numbers, Discrete Math. 18 (1977), 243-252. 
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